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1. Introduction
Etant donnée une distribution régulière E sur une variété M les
courbes anormales de cette distribution sont par définition les points sin-
guliers de l’application extrémité π :Ωa(E)→M , si Ωa(E) est la va-
riété des chemins de classe H 1 tangents presque partout à E, d’origine
a ∈M et paramétrisés sur [0,1]. De nombreux travaux récents se sont in-
téressés à l’étude des courbes anormales ([1,3,4,10,13–16,28], . . .). Pour
les distributions de codimension 1, un travail récent de B. Jakubczyk et
M. Zhitomirskii [9] établit que, sous des hypothèses assez générales, l’en-
semble de ces courbes anormales caractérise complètement la distribu-
tion. Le premier objectif de ce travail est de donner une description des
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courbes anormales pour des distributions génériques de codimension 2
(théorème 3.2).
Pour un certain nombre de systèmes hamiltoniens intégrables , il existe
un couple de tenseurs de Poisson dont l’opérateur de récursion permet, de
construire par induction des intégrales premières de tels systèmes. Cette
situation a donné lieu à 1’étude des structures bihamiltonniennes, c’est à
dire la donnée d’un couple de tenseurs de Poisson compatible sur une va-
riété ([7,12,17,23,24], . . .). Le deuxième objectif de ce travail est de faire
une étude géométrique d’un tel couple de tenseurs dans des situations
génériques. Plus précisément, pour un couple de tenseurs de Poisson gé-
nériques compatibles, nous donnons une description des singularités de
rang de l’opérateur de récursion associé (en dimension paire) et des sin-
gularités des feuilletages de Weinstein associés (théorème 4.2). Dans ce
contexte, nous établissons aussi des conditions nécessaires et suffisantes
pour qu’un champ de vecteurs soit “un champ dynamique”, c’est à dire
soit l’image d’une 1-forme fermée par le couple de tenseurs de Pois-
son, (théorème 4.4). Ce travail constitue une généralisation en dimension
quelconque de resultats antérieurs en petites dimensions [4].
Toute distribution régulière de codimension 2 est localement 1’inter-
section des noyaux d’un couple de 1-forme et d’autre part, les courbes
anormales sont tangentes au noyau d’une combinaison des différentielles
de ces 1-formes, en restriction à cette distribution. Par suite, cette étude
générique repose essentiellement sur l’étude des singularités de rang des
combinaisons linéaires de couples de 2-formes alternées. On est donc na-
turellemnt amené à étudier les orbites sous l’action du groupe linéaire des
couples de 2-formes. Par dualité cette étude fournit la base des résultats
génériques sur les variétés bihamiltonienes. Une telle étude repose sur les
célèbres travaux de Kronecker sur les couples de matrices [8] dont Gel-
fand en a donné une adaption à la classification des couples de formes
alternées (voir par exemple [7]). Cette étude donne une caractérisation
complète des orbites du groupe linéaire dans 1’espace des couples de
formes alternées. Ces résultats constituent la base de la construction des
stratifications qui sont fondamentales pour ce travail. La section 2 est
consacrée aux rappels de ces différents travaux et à la construction de
stratifications adéquates dans des espaces de jets de couples de 1-formes.
La transversalité à ces stratifications permettra d’établir la généricité et
les propriétés annoncées. Les résultats sur la localisation des courbes
anormales sont détaillés dans la section 3 paragraphe 3.2. Ces résultats
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sont des conséquences de résultats plus généraux (paragraphe 3.1) et per-
mettent de décrire complètement la situation de courbes anormales des
distributions de codimension 2 invariantes, sur les variétés homogènes
(paragraphe 3.3). Les résultats sur les couples de tenseurs de Poisson
compatibles sont détaillés dans la section 4 paragraphe 4.2. Dans cette
section, on établit également des conditions nécessaires et suffisantes
d’existence de champs de vecteurs dynamiques sur les variétés bihamil-
toniennes génériques (pargraphe 4.4).
2. Stratification dans les espaces de couples de 2-formes et des 1-jets
de 1-formes
2.1. Préliminaires algébriques
Dans ce paragraphe, nous présentons des résultats classiques (voir
par exemple [7]) sur les classifications de couples de 2-formes (c ’est-
à-dire formes bilinéaires antisymétriques) sur les espaces vectoriels de
dimension finie.
Si A :E1 → E2 est une application linéaire entre deux espaces K
vectoriels E1 et E2 de dimension finie, (K = R ou C), on notera ωA
la forme bilinéaire antisymétrique sur E =E1 ⊕E∗2 définie par
ωA(x, y)= 〈y2,A(x1)〉 − 〈y1,A(x2)〉 si x = (x1, x2) et y = (y1, y2).
Réciproquement, toute forme bilénaire antisymétrique sur E peut s’écrire
sous cette forme, à équivalence linéaire près. Considerons un couple
ω= (ω1,ω2) de 2-formes sur un K espace vectoriel E. On a alors :
PROPOSITION 2.1 [7]. – Il existe des K espaces vectoriels E1 et E2,
des applications linéaires Ai :E1 → E2, i = 1,2, et un isomosphisme
linéaire P :E→E1 ⊕E2 tels que P ∗ωi = ωAi , i = 1,2.
Il résulte de la proprosition 2.1 que la classification des couples de 2-
formes se ramène à la classification des couples d’applications linéaires.
On dira qu’un couple ω = (ω1,ω2) sur E est décomposable s’il existe une
décomposition de E en somme directe E′ ⊕ E′′ de deux sous espaces
orthogonaux relativement aux formes ω1 et ω2. Dans ce cas on écrira
ω = ω′ ⊕ ω′′ où ω′ (resp. ω′′) désigne la forme induite par ω sur E′
(resp. E′′). Si une telle décomposition n’existe pas, on dira que ω est
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indécomposable. Il est facile de voir que les couples du type (ωA1,ωA2)
sont décomposables si et seulement si A = (A1,A2) est décomposable,
c’est dire, il existe une décomposition Ei = E′i ⊕ E′′i telle que Ai(E′1)
(resp. Ai(E′′1 )) soit contenu dans E′1 (resp. E′′2 ). Dans le cas contraire
on dira encore que (A1,A2) est indécomposable. Si on note A′i et A′′i ,
i = 1,2, les applications linéaires induites de E′1 dans E′2 et de E′′1 dans
E′′2 , on dira que (A1,A2) est somme directe de (A′1,A′2) et (A′′1,A′′2).
DÉFINITION 2.1. –
(1) On appelle décomposition d’un couple d’applications linéaires
(A,A′) de E dans E′ en somme directe de couples indécomposables
(Aj ,A
′
j ) de Ej dans E′j , j = 1, . . . , r , l’existence de décompositions en
somme directe E =⊕rj=0Ej et E′ =⊕rj=0 E′j tels que Aj (resp. A′j ) soit
la restriction de A (resp. A′) à Fj , pour j = 1, . . . , r et que A (resp. A′)
soit la somme des Aj (resp. A′j ).
(2) On appelle décomposition d’un couple de 2-formes (ω1,ω2)
sur E en somme directe de couples indécomposables (ωj ,ω′j ) sur
Ej, j = 1, . . . , r , l’existence d’une décomposition en somme directe E =⊕r
j=0Ej de sous-espaces deux à deux orthogonaux pour ω et ω′ et telle
que ωj (resp. ω′j ) est la restriction de ω (resp. ω′) à Ej , j = 1, . . . , r , et
que (ω,ω′) soit la somme directe des (ωj,ω′j ).
PROPOSITION 2.2 [6,7]. – Tout couple A = (A1,A2) d’applications
linéaires de E1 dans E2 est décomposable en somme directe de couples
indécomposables isomorphes à l’un des couples (B1,B2) de l’un des
types suivants :
(1) E1 =E2, B1 = Id et B2 est un bloc de Jordan ;
(2) E1 = E2, B1 est un bloc de Jordan avec valeur propre nulle et
B2 = Id ;
(3) dimE2 = (dimE1)− 1, B1 et B2 sont représentés respectivement
par les matrices :

1 0 0 . . . 0 0
0 1 0 . . . 0 0
. . . . . . . .
. . . . . . . .
. . . . . . . .
0 0 0 . . . 1 0


0 1 0 . . . 0 0
0 0 1 . . . 0 0
. . . . . . . .
. . . . . . . .
. . . . . . . .
0 0 0 . . . 0 1

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(4) dimE2 = (dimE1)+ 1, B1 et B2 sont représentés respectivement
par les matrices :
1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
. . . . . .
. . . . . .
. . . . . .
0 0 . . . 1
0 0 . . . 0


0 0 . . . 0
1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
. . . . . .
. . . . . .
. . . . . .
0 0 . . . 1

En appliquant ce résultat pour la classification des couples de 2-formes,
on peut facilement établir :
PROPOSITION 2.3. – Soit ω = (ω1,ω2) un couple de 2-formes un
espace vectoriel réel E de dimension finie. Alors ω est somme directe
de couples π = (π1, π2) sur F isomorphe à l’un des types suivants :




α2l−1 ∧ α2l ,









où λ est un réel quelconque et µ est un nombre réel non nul.




α2l−1 ∧ α2l et π2 =
r−1∑
l=1
α2l−1 ∧ α2l+2 + λπ1
avec λ = 0.
(3) Même écriture que dans (2) en permutant π1 et π2 et avec λ= 0.
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REMARQUE 2.1. – Considérons un couple (ω1,ω2) de 2-formes sur
un espace vectoriel E. Si E est de dimension paire et si ω est de rang
maximum, la proposition 2.3 redonne la classification utilisée dans [26]
et [23]. Si E est de dimension impaire et ω1 et ω2 sont de rang maximum,
le couple (ω,ω′) est indécomposable et on a un écriture du type (4). Cette
situation est appelée un couple de Kronecker et donne lieu aux structures
bihamiltoniennes classiques [7,17,23,24].
Etant donné un couple (ω1,ω2) indécomposable sur un espace vecto-
riel E, notons Ωi l’application linéaire de E dans E∗ associé à ωi, i =
1,2. Si E est de dimension paire 2n et ω1 est de rang maximum, (ω1,ω2)
étant écrit sous la forme canonique adéquate du théorème 2.3, on voit que
le polynome minimal de Ω−11 ◦Ω2 est
(X− λ)2n
pour le type (1), et pour le type (2), ce polynôme minimal est(
X− 2αX+ α2 + β2)2n.
On dira que λ et µ = α ± iβ sont les valeurs propres respectives du
couple pour le type (1) et (2). Pour le type (3), c’est ω2 qui est de
rang maximum. Il est alors facile de voir que Ω−12 ◦ Ω1 est nilpotent.
On dira dans ce cas que le couple est nilpotent. Enfin lorsque le couple
est type (4), la dimension de E est impaire, et on a un couple de
Kronecker (en particulier, chacune des 2-formes est de rang maximal).
On dira alors dans ce cas que le couple est Kronecker ou de type (K).
Par ailleurs, rappelons que le support Sβ d’une 2-forme β sur E est
1’image de l’application linéaire canonique de E dans E∗ induite par
β. On appellera rang du couple ω la dimension de l’espace Sω1 + Sω2 .
Il est clair qu’un couple indécomposable ayant une valeur propre est
complètement déterminé par son rang et sa valeur propre λ. De même
un couple nilpotent ou de Kronecker est complètement déterminé par son
rang.
Revenons à la situation générale d’un couple quelconque ω = (ω1,ω2)
de 2-formes sur un espace vectoriel E et soit {ωj = (ωj1,ωj2)}j=1,...,p une
famille de couples indécomposables, associée à des sous espaces Ej ,
j = 1, . . . , p, dont ω est la somme directe, de sorte que E =⊕rj=0Ej .
On appelle valeur propre λ (réel ou complexe) de ω toute est valeur
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propre λ de l’un des couples ωj . Si λ est valeur propre réelle, on
appelle multiplicité de λ la suite mλ = ( 12m1, . . . , 12mrλ), ordonnée par
ordre décroissant, si (m1, . . . ,mrλ) est la suite des valeurs prises par
les rangs de tous les couples ωj ayant λ comme valeur propre. Si
λ est valeur propre complexe, alors λ¯ sera aussi valeur propre de ω.





2)}j=1,...,p, si λ est valeur propre de ωj , il existe un autre élément
ωj
′
ayant la valeur propre λ¯ et tel que ωj et ωj ′ ont même rang. On
appelle multiplicité de λ ou λ¯, la suite mλ = (m1, . . . ,mrλ), ordonnée
par ordre décroissant, formée des valeurs prises par les rangs des couples
ωj ayant λ ou λ¯ respectivement comme valeur propre. On appellera
indice de nilpotence de ω la suite ν = ( 12ν1, . . . , 12νs), ordonnée par ordre
décroissant, si (ν1, . . . , νs) est la suite des valeurs prises par le rang de
tous les couples ωj qui sont nilpotents et indice de Kronecker de ω la suite
κ = (κ1, . . . , κt ) ordonnée par ordre décroissant, si {2κ1 + 1, . . . ,2κt + 1}
est l’ensemble des valeurs prises par les rangs de tous les couples ωj de
type Kronecker.
REMARQUE 2.2. – Lorsque ω = (ω1,ω2) est du type nilpotent, l’opé-
rateur linéaire Ω1 associé à ω1 n’est plus inversible et par suite Ω−11 ◦Ω2
n ’est plus défini. Par contre, Ω−12 ◦Ω1 est nilpotent, donc 0 est la seule
valeur propre de cet opérateur. Par abus de langage, on dira aussi que ω
possède une valeur propre infinie de multiplicité n1, . . . , ns , si l’indice de
nilpotence de ω est n1, . . . , ns .
PROPOSITION 2.4. – Etant donné un couple ω, soient λ1, . . . , λp et
(µp+1, µ¯p+1), . . . , (µq, µ¯q) les collections de valeurs propres réelles et
complexes respectivement de ω deux à deux distinctes et (mλj )j=1,...,p ,
(mµj )j=p+1,...,q , les collections de suites de multiplicités associées et
enfin ν = (ν1, . . . , νs) et κ = (κ1, . . . , κt) les suites d’indices de nilpo-
tence et d’indices de Kronecker respectivement de ω. Ces données ca-
ractérisent complètement l’orbite du couple ω sous l’action naturelle
A∗ω= (A∗ω1,A∗ω2) du groupe des automorphismes GL(E) de E.
Preuve. – Considérons une base de l’espace vectoriel E dans laquelle
ω possède une écriture “canonique” comme dans la proposition 2.3.
Désignons par A1 et A2 les matrices respectives des composantes ω1 et
ω2 de ω dans cette base. Selon la terminologie de [6], par construction,
les diviseurs élémentaires “finis” du faisceau de matrices A1 + λA2 sont
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), i = 1, . . . , rj , j = 1, . . . , p,
[
λ2 − (µj + µ¯j )λ+ (µj µ¯j ]2(mµji ), i = 1, . . . , r ′j , j = p+ 1, . . . , q,
les diviseurs élémentaires “infinis” sont les polynomes :
µ2νi , i = 1, . . . , s
et les indices minimaux sont :
2κ1 + 1, . . . ,2κt + 1.
Si on choisit une base quelconque de E les matrices respectives A′1 et
A′2 de ω1, et ω2 vérifient A′i = P TAiP, i = 1,2, et P est une matrice
inversible. Les faisceaux de matrices A1 + λA2 et A′1 + λA′2 sont donc
strictement équivalents au sens de [6] (tome 2 page 21) et ils ont donc les
mêmes diviseurs élémentaires finis et infinis et mêmes indices minimaux.
Le même raisonnement s’applique lorsque l’on fait agir GL(E). Si
maintenant ω et ω′ sont deux couples ayant les mêmes valeurs propres
réelles et complexes et les mêmes collections de suites associées, dans
une base fixée de E, les faisceaux de matrices A1 + λA2 et A′1 + λA′2
respectivement associés sont “congruents” c ’est à dire qu’il existe une
matrice inversibles P telles que A′1 + λA′2 = P T(A1 + λA2)P (voir [6]
tome 2 page 38). Il en résulte que ω et ω′ sont dans la même orbite. ✷
2.2. Stratification par le symbole
Considérons un couple ω. Si λ1, . . . , λp et (µp+1, µ¯p+1), . . . , (µq, µ¯q)
sont les collections de valeurs propres réelles et complexes respecti-
vement de ω deux à deux distinctes et les collections de suites asso-
ciées (mλj )j=1,...,p , (mµj )j=p+1,...,q , ν, κ (voir proposition 2.4), on ap-
pellera symbole d’un couple ω la collection de suites σ = (mλj )j=1,...,p ,
(mµj )j=1,...,q , ν, κ . L’objet de ce paragraphe est d’établir :
THÉORÈME 2.1. – Soit
σ = ({mij }j=1,...,ri , i=1,...,p),
({m′ij }j=1,...,r ′i , i=p+1,...,q , {nj}j=1,...,s, {κj}j=1,...,t ),
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une famille de suites décroissantes. Dans l’espace CE2 des couples de
2-formes sur E, s’il est non vide, l’ensemble Σσ de tous les couples
ω dont le symbole est égal à σ est une sous-variété régulière semi-
algébrique, invariante par l’action de GL(E) et sa codimension est égale








































































L’adhérence de chaque Σσ est une réunion de variétés Σσ ′ et l’ensemble
des variétés {Σσ } définit une stratification de CE2.
REMARQUE 2.3. – (1) Si n est pair, les seules strates ouvertes sont
celles pour lesquelles le sumbole σ vérifie nσ = n, s = t = 0, 2q − p =
1
2n et ri = 1 pour i = 1, . . . , p et r ′i′ = 1, i′ = p + 1, . . . , q. L’adhérence
de chacunes de ces strates contient toujours des strates de codimension 1.
(2) Si n = 2k + 1 est impair, la seule strate ouverte est celle
pour laquelle le symbole σ vérifie nσ = n, p = q = s = 0, k = κ1.
L’adhérence de cette strate contient des strates de codimension au plus 2.
Preuve du théorème 2.1. – Ehaque ensemble (non vide) Σσ est une
réunion d’orbites de l’action de GL(E) (proposition 2.4). Par ailleurs, il
est clair que Σσ est un ensemble semi-algébrique Pour tout ω ∈ Σσ , la
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L’ensemble Σσ est donc contenu dans l’ensemble CE2nσ des couples de
formes dont la somme des supports est un espace vectoriel de dimension
nσ . En fait, CE2nσ est une sous variété de CE2 de codimension (n− 1)(n−
nσ).
De manière classique, l’application qui à ω= (ω1,ω2) associe l’espace
vectoriel somme Sω = Sω1 + Sω2 est une fibration de CE2nσ sur la
grassmannienne des nσ plans de E∗ (voir par exemple [18]).
1ere étape : Considérons d’abord la situation où nσ = n et pour
des symboles que nous appelerons élémentaires c’est-à-dire du type
hyperbolique (m1, . . . ,mr) (p = 1, q = p, s = t = 0) ou du type
elliptique (m′1, . . . ,m′r ′) (q = 1, p = s = t = 0) ou du type nilpotent
(ν1, . . . , νs) (p= q = t = 0) ou du type Kronecker (κ1, . . . , κt) (p= q =
s = 0).
LEMME 2.1. – Soit σ un symbole élémentaire. Il existe dans GL(E)
un unique sous-groupe Gσ tel que le groupe d’isotropie de tout ω ∈Σσ
soit conjugué à Gσ . De plus si σ = (p1, . . . , pu) est du type elliptique
ou hyperbolique ou nilpotent, la dimension de Gσ est éqale :
∑u
j=1 3jpj .
Si σ = (κ1, . . . , κt ) est de Kronnecker, la dimension de Gσ est égale à
t2 +∑ti=1(3t − 4i + 3)κi .
Preuve résumée (voir [19]). – Supposons par exemple σ = (m1, . . . ,
mr) et soit ω ∈ Σσ . Il existe une décomposition de ω = (ω1,ω2) en
somme directe d’éléments indecomposables ωˆj , j = 1, . . . , r , et chaque
ωˆj est de rang 2mj et possèdent tous la valeur propre λ réelle. Fixons un
élément ω ∈Σs ayant λ pour valeur propre. Il résulte des propositions 2.1
et 2.2 qu’il existe une base α1, . . . , αn de E dans laquelle la matrice de




où KT est la transposée
de K et K est une matrice carrée d’ordre n′ = 12n égale à l’identité
pour la première composante et à une matrice de Jordan constituée de
r blocs de dimension m1, . . . ,mr , avec λ sur la diagonale. Il faut calculer
la dimension du sous-groupe d’isotropie de ω (dans GL(E) identifié à
GL(Rn)).
Par des arguments combinatoires on calcule facilement la dimension
de l’algèbre de Lie du groupe I1 des éléments de GL(Rn) qui fixent ω1.
Un raisonnement analogue s’applique pour les symboles élémentaires
du type elliptique σ = (m′1, . . . ,m′r ′) (q = 1, p = s = t = 0), du
type nilpotent σ = (ν1, . . . , νs) (p = q = t = 0) et du type Kronecker
(κ1, . . . , κt ) (p = q = s = 0). ✷
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2eme étape : Considérons maintenant un symbole
σ = ({mij}j=1,...,ri , i=1,...,p,
({m′ij }j=1,...,r ′i , i=p+1,...,q , {nj}j=1,...,s, {κj}j=1,...,t ),
tel que nσ = n. Fixons un élément ω de Σσ . Il existe une base de E
dans laquelle la matrice Ω1 (resp. Ω2) de la composante ω1 (resp. ω2) est
quasi-diagonale contituée de blocs :
Mij =
( 0 J ij
−(J iJ )T 0
)
, j = 1, . . . , ri , i = 1, . . . , p et












, j = 1, . . . , t,
où J ij sont des blocs “identite” (resp. de Jordan),
Lj sont des blocs de Jordan de valeur propre nulle (resp. “identite”),
Hj est sont des blocs du type (3) (resp. (4)) de la proposition 2.2.
Avec notations ci-dessus, on notera αij (resp. α
′i
j ) la 2-forme dont
la matrice est Mij avec le bloc “J ij ” égal à l’identité (resp. un bloc de
Jordan). De même, on note βj (resp. β ′j ) la 2-forme dont la matrice est
Nj avec le bloc “Lj” est un bloc de Jordan de valeur propre nulle (resp.
un bloc identité) et enfin γj (resp. γ ′j ) la 2-forme dont la matrice est Kj
avec le bloc Hj est du type (3) (resp. (4)).





j ) et (γj , γ
′
j ). A cette décomposition correspond une décompo-
sition de E en somme directe de sous-espaces Aij , Bj et Cj de sorte
que la restriction de ω à chacun de ces sous-espaces est le couple irré-
ductible associé de manière évidente. On note (αi, α ′i) le couple “élé-
mentaire” somme des couples irréductibles (αij , α
′i
j ) j = 1, . . . , ri si
i = 1, . . . , p,p+1, . . . , q. De même on note (β,β ′) et (γ, γ ′) les couples
“élémentaires” somme des couples irréductibles (βj , β ′j ), j = 1, . . . , s, et
(γj , γ
′
j ), j = 1, . . . , t) respectivement.
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Désignons par G le groupe des matrices de GL(n,R) qui fixent ω. Son
algèbre de Lie G est constituée des matrices A qui vérifient :
ATΩl +ΩlAT = 0, l = 1,2.(∗)
LEMME 2.2. – Le groupe d’isotropie de Γω de ω est conjugué au





















































En particulier la dimension de Γω ne dépend que de σ .
Preuve. – Voir [19]. ✷
Revenons à la démonstration du théorème lorsque n = nσ . L’élément
ω de Σσ étant fixé, le lemme 2.2 nous permet de calculer la dimension de
la variété GL(E)/Γω. Notons Fω l’ensemble des ωˆ ∈Σσ dont le groupe
d’isotropie est égal à Γω. Il résulte du lemme 2.2, que Fω est un ouvert
de Rp+2(q−p). Avec ces notations, l’application φ :Σσ → GL(E)/Γω
définie par φ(ωˆ) = Aˆ si Aˆ est la classe dans GL(E)/Γω d’un élément
A ∈ GL(E) tel que A∗ωˆ ∈ Fω est en fait une submersion de Σσ sur
GL(E)/Γω de fibre type Fω. Par suite, pour n = nσ , Σσ est une sous-
variété de codimension Nσ − (nσ + 2q − p) si Nσ = dimΓω (qui ne
dépend que de σ ).
3eme étape : Considérons maintenant le cas général, c’est-à-dire n =
nσ . Comme nous l’avons déjà observé, l’ensemble Σσ est contenu dans
la variété CE2nσ des couples de formes dont la somme des supports est un
espace vectoriel de dimension nσ et l’application ψ qui à ω = (ω1,ω2)
associe l’espace vectoriel somme Sω = Sω1 +Sω2 est une fibration de CE2nσ
sur la grassmannienne des nσ plans de E∗. Si F ∗ est un point fixé de cette
grassmanienne, l’ensemble des ω de Σσ tels que ψ(ω)= F ∗ s’identifie
à l’ensemble des éléments de CF2 dont le symbole est σ . D’après la 2eme
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étape cet ensemble est une sous-variété régulière de la fibre ψ−1(F ∗).
On en déduit que dans CE2, Σσ est une sous-variété de codimension
n(n− nσ )+Nσ − (n+ 2q − p). La démonstration de la dernière partie
du théorème est laissée au lecteur. ✷
2.3. Une autre stratification dans les espaces de couples de 2-formes
Considérons maintenant l’action de GL(2,R) × GL(E) sur CE2
définie par : (A,B) ∗ ω est le couple de 2-formes (ω′1,ω′2) avec ω′1 =
α1B







Etant donné un symbole
σ = ({mij }j=1,...,ri, i=1,...,p,
({M ′ij }j=1,...,r ′i , i=p+1,...,q , {nj }j=1,...,s, {κj }j=1,...,t ),
on notera σˆl, l = 1, . . . , p la famille de suites suivantes :
({mˆij }j=1,...,rˆi , i=1,...,p, ({m
′i
j }j=1,...,r ′i , i=p+1,...,q , {nˆj }j=1,...,sˆ , {κj }j=1,...,t ),
avec :
mˆij =mij et rˆi = ri pour i = l, mˆlj = nj et rˆl = s, nˆj =mlj et sˆ = rl .
On notera σˆ0 la suite
({mˆij}j=1,...,rˆi , i=0,...,p, ({m
′i
j }j=1,...,r ′i , i=p+1,...,q , {κj }j=1,v...,t )
avec mˆij =mij et rˆi = ri pour tout i = 1, . . . , p et mˆ0j = nj = 0 pour tout
j = 1, . . . , rˆ0 = s.
Enfin, pour tout couple ω de CE2, on notera Vω le sous espace
vectoriel de Λ2E∗ engendré par ω1 et ω2. Avec ces notations, on a la
caractérisation suivante des orbites de l’action de GL(2,R) × GL(E)
sur CE2 :
LEMME 2.3. – Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) Les couples ω = (ω1,ω2) et ω′ = (ω′1,ω′2) appartiennent à une
même orbite de l’action de GL(2,R)×GL(E) sur CE2.
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(2) Si le symbole de ω est σ alors le symbole de ω′ est aussi σ ou bien
il existe un entier l compris entre 0 et p tel que le symbole de ω′ soit
σˆl et il existe une fonction homographique h(x)= b1+b2xa1+a2x qui transforme
toutes les valeurs propres finies ou infinie (voir remarque 2.2) de ω en
valeurs propres ( finies ou infinie) de ω′ avec a1b2 − a2b1 = 0.
(3) Il existe un élément B ∈GL(E) tel que V ′ω =B∗(Vω).
Preuve. – Soient ω et ω′ deux couples dans la même orbite et
désignons par σ le symbole de ω. On a alors ω′1 = a1B∗ω1 + a2B∗ω2 et
ω′2 = b1B∗ω1 + b2B∗ω2. Modulo l’action de GL(E), on peut supposer
que B = Id et que les matrices associées à ω1 et ω2 dans la base
canonique soient quasi-diagonales comme dans la démonstration du
théorème 2.1 avant le lemme 2.2. Dans cette base, les matrices respectives
des composantes ω′1 = a1ω1 + a2ω2 et ω′2 = b1ω1 + b2ω2 seront aussi
quasi-diagonale. Sans perte de généralité, on peut donc supposer que
le symbole de ω est élémentaire. Si ω est du type elliptique (resp.
hyperbolique), la valeur propre λ de ω la valeur propre de l’operateur
linéaire Ω−11 ◦Ω2 (Ωi est l’opérateur linéaire associé à ωi , i = 1,2). Il
en résulte que l’opérateur (a1Ω1 + a2Ω2)−1 ◦ (b1Ω1 + b2Ω2), lorsque
cet opérateur est défini, a pour valeur propre b1+b2λ
a1+a2λ . Dans ce cas, ω
′
est aussi elliptique (resp. hyperbolique) de même symbole que ω. En
fait, (a1Ω1 + a2Ω2) est inversible, si et seulement si a1 + a2λ = 0. Pour
a1 + a2λ= 0, on a nécessairement b1 + b2λ = 0 et par suite l’opérateur
(b1Ω1+b2Ω2)−1 ◦(a1Ω1+a2Ω2) est nilpotent. On en déduit que dans ce
cas ω′ est du type nilpotent. Lorsque ω est nilpotent, par des arguments
analogues on montre que ω′ est soit nilpotent soit hyperbolique et dans
ce cas les multiplicités respectives sont les mêmes. Enfin, lorsque ω est
de type Kronecker, il est facile de voir qu’il en est de même pour ω′ [6] et
ω et ω′ ont même symbole. La réciproque et l’équivalence (1) et (3) sont
laissées au lecteur. ✷
Pour toute famille de suites
σ = ({mij }j=1,...,ri , i=1,...,p, ({m
′i
j }j=1,...,r ′i , i=p+1,...,q , {κj}j=1,...,t ),
on note Sσ l’ensemble des couples ω dont le symbole σ ′ est tel que
σˆ ′0 est égal à σ . Il résulte du lemme 2.3 que Sσ est invariant par
GL(2,R)×GL(E) et c’est la réunion des variétés Σσ ′ avec σ ′ = σ ou
σˆ ′0 = σ . On en déduit facilement :
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THÉORÈME 2.2. – Pour tuote famille de suites
σ = (mij }j=1,...,ri , i=0,...,p, ({m
′i
j }j=1,...,r ′i , i=p+1,...,q , {κj }j=1,...,t ),
chaque ensemble Sσ si il n’est pas vide est une sous-variété plongée de
CE2 de même codimension que Σσ , c’est-à-dire n(n− nσ)+Nσ − (n+
2q −p), et une orbite de l’action de GL(2,R)×GL(E). L’ensemble de
toutes les variétés {Sσ } constitue une stratification de CE2.
Nous allons terminer ce paragraphe par quelques propriétés de l’espace
vectoriel Vω engendré par ω ∈ Sσ :
PROPOSITION 2.5. –
Considérons une famille de suite,
σ = (mij }j=1,...,ri , i=1,...,p, ({m
′i
j }j=1,...,r ′i , i=p+1,...,q , {κj}j=1,...,t ).
Soit ω= (ω1,ω2) un élément de Sσ et Vω l’espace vectoriel des 2-formes
engendré par ω1 et ω2.
(1) Le rang d’un élément β ∈ Vω non nul est égal à l’un des entiers
nσ − t ou nσ − t − 2ri , 1  i  p. L’ensemble Di des β ∈ Vω dont le
rang est nσ − 2ri − t, i = 1, . . . , p, est une droite vectoriel privée de 0 et
Di ∩Dj est vide pour i = j .
(2) Le sous-espace vectoriel F0 de E engendré par les noyaux de
l’ensemble des β ∈ Vω dont le rang maximal nσ − t est de dimension
r0 + κ1 + · · · + κt + t si r0 = n− nσ .
(3) Le noyau Fi des éléments de rang nσ − t − 2ri , 1  i  p,
(appartenant à Di) est un espace vectoriel de dimension r0 + t + 2ri
et F0 ∩ Fi est de dimension r0 + t .
(4) Soit K l’intersection de tous les Fi , 0  i  p. Supposons due
ω1 et ω2 soient de rang maximum. Si t not = 0, il existe alors une
famille d’applications polynomiales Xj :R2 → F0, j = 1, . . . , t , ayant
les propriétés suivantes :
− la famille {Xj(a, b)}j=1,...,t est libre pour tout (a, b) ∈ R2 et
engendre un sous-espce vectoriel d’intersection nulle avec K ,
− le noyau de 2-forme aω1 + bω2 est enqendré par {Xj(a, b)}j=1,...,t
et K pourvu que b n’appartienne pas à la famille {−aλij } où {λij }
est la famille des valeurs propres réelles du couple (ω1,ω2).
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Preuve. – Soit ω ∈ Sσ . D’après le lemme 2.3, on peut supposer que le
symbole de ω est σ . Il résulte de la proposition 2.2 qu’il existe des sous
espaces K , {Eij }i=1,...,p, j=1,...,ri , {E ′ij }i=p+1,...,q, j=1,...,r ′i et {E′′j }j=1,...,t de
dimensions respectives n− nσ ,2mij , 2m′ij et 2κj + 1 de E tels que− E est somme directe de K et de tous ces espaces ;
− la restriction de (ω1,ω2) à K est nulle et (ω1,ω2) est la somme
directe des éléments indécomposables formés de ses restrictions
respectives ((ω1)ij , (ω2)ij ), ((ω′1)ij , (ω′2)ij ), et ((ω′′1)j , (ω′′2)j ), à


























γ ij,2l−1 ∧ γ ij,2l+2 + λij (ω1)ij










































où les constantes λii sont égales et les constantes µij sont égales et non




γ ′′j,2l−1 ∧ γ ′′j,2l , (ω′′2)j =
2κj∑
l=1
γ ′′j,2l ∧ γ ′′j,2l+1.
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Si t = 0, pour j = 1, . . . , t , toute combinaison linéaire a(ω′′1))j + b(ω′′2)j
non nulle est de rang maximal 2κj , et le sous-espace vectoriel Kj de E′′j
engendré par les noyaux de ces combinaisons linéaires est de dimension
κj + 1.
Pour i = p + 1, . . . , q toute combinaison linéaire a(ω′1)ij + b(ω′2)ij ,
j = 1, . . . , r ′i , qui est non nulle est de rang maximal 2m′ij .
Par contre, pour 1  i  p, les 2-forme a[(ω2)ij − λij (ω1)ij ], a = 0,
sont de rang 2mij − 2 pour tout j = 1, . . . , ri et les autres combinaisons
linéaires non nulles a(ω1)ij + b(ω2)ij , sont de rang maximum 2mij pour
tout j = 1, . . . , ri , ce qui achève la preuve de (l).
Le sous-espace F0 anoncé est la somme directe des espaces K et Kj ,
j = 1, . . . , t . On note Hi le noyau (commun) des 2-formes a[(ω2)ij −
λij (ω1)
i
j ], a = 0, dans Eij , l’espace vectoriel Fi est le noyau (commun)
des 2-formes a[(ω2)ij − λij (ω1)ij ].
Enfin si t = 0, considérons des formes volumes Ωij , Ω ′ij et Ω ′′j sur







]l ∧ [(ω′′2)j ]κj−l .
Enfin, à ces données, sont associées des fonctions polynomiales de deux
variables
f ij , f
′i

















fj,l(a, b)[(ω′′1)j ]l ∧ [(ω′′2)j ]h.
214 F. PELLETIER / Bull. Sci. math. 125 (2001) 197–234
Le noyau de la 2-forme a(ω′′1)j + b(ω′′2)j est aussi le noyau de [a(ω′′1)j +





et on a : [
a(ω′′1)j + b(ω2)j
]κj = iXj(a,b)Ω ′′j .
Maintenant, si aω1 + bω2 est de rang maximal nσ − t , c’est-à-dire
b = −aλij , j = 1, . . . , ri, i = 1, . . . , p, le noyau de cette 2-forme est aussi
le noyau de (aω1 + bω2)ν si nσ − t = 2ν. Or on a :































Comme toutes les fonctions f ij (a, b) et f
′i
j (a, b) sont non nulles, on
en déduit que, le noyau de aω1 + bω2 engendré par K et les vecteurs
indépendants Xj(a, b), j = 1, . . . , t , ce qui achève la démonstration de
la proposition.
2.4. Stratification dans l’espace des 1-jets de couples de 1-formes
On désigne par M une variété de dimension n+ 2 et on note P k2 (M)
l’espace des k-jets de couples de 1-formes indépendantes sur la variété
M . L’objet de ce paragraphe est de construire une stratification dans
l’espace P 12 (M) permettant d’établir la généricité des résultats pour les
distributions de codimension 2. Rappelons que P k2 (M) est un fibré sur
M dont la fibre type est l’espace P k2 (n + 2) des k-jets en 0 de Rn+2
de couples de 1-formes indépendantes sur Rn+2 et de groupe structural
Gk,n+2, groupe des (k+1)-jets en 0 de difféomorphismes locaux de Rn+2
qui fixent 0. De manière classique, on est amené à construire dans P 12 (M)
une stratification adéquate invariante par l’action de G1,n+2 et le groupe
des 1-jets de germes en 0 de champs de matrices carrées inversibles
d’ordre 2 sur Rn+2. Si S désigne une telle strate on notera S(M) la strate
dans P 12 (M) naturellement associée (voir [11,18] par exemple).
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Considérons le fibré canonique Tn au-dessus de la grassmannienne
Gn(Rn+2) des n-plans E de Rn+2 dont la fibre est CE2. Le groupe
structural de ce fibré est GL(n,R).
Dans chaque fibre CE2, considérons la stratification {Sσ } donnée dans
le théorème 2.2. Le fait que chaque strate soit invariante par l’action
de GL(E) permet d’obtenir une stratification {T Sσ } de Tn dont chaque
strate est fibrée sur Gn(Rn+2) de fibre Sσ .
Considérons maintenant l’application ρn :P 12 (n + 2)→ Tn définie de
la manière suivante : si α = (α1, α2) est un couple P 12 (n+ 2), notons Kα
l’intersection des noyaux de α1 et α2 en 0 ; on pose alors ρ(α)= (ω1,ω2)
si ωi est la restriction à Kα de la 2-forme dαi , i = 1,2. Désignons par
G˜L(2,R) le groupe des germes en 0 de champs de matrices inversibles
d’ordre 2, par G˜n+2 le groupe des germes en 0 de difféomorphismes
locaux qui fixent 0 et par L˜n+2 le groupe produit direct des groupes
G˜L(2,R) et G˜n+2. Il existe une action naturelle de L˜n+2 sur l’espace
P˜ n+22 des germes en 0 de couples de 1-formes indépendantes sur Rn+2
définie de la manière suivante :
(A,f ) ∗ α = ((A∗x((f ∗α1)x, (f ∗α2)x))).
On a aussi une action de L˜n+2 sur Tn définie par :
(A,f ) ∗ (K,ω)= (d0f −1(K),A∗0((f ∗ω1)0, (f ∗ω2)0)).
Si GLk(2,R) est le groupe des k-jets en 0 d’éléments de G˜L(2,R), on
note Lk,n+2 le produit direct de GLk(2,R) et de Gk,n+2. Pour k > 0 les
actions précédentes induisent une action de Lk,n+2 sur P k2 (n+ 2) et sur
Tn. Comme dans [5] on a :
PROPOSITION 2.6. – L’application ρ est une submersion qui commute
avec l’action de L1,n+2 sur P 12 (n+ 2) et sur Tn.
On désigne par Sσ l’image réciproque de T Sσ . Enfin notons encore
Sσ (M) le sous-fibré de P 12 (M) induit par Sσ . On déduit alors de la
proposition précédente :
COROLLAIRE 2.1. – Pour toute famille de suites
σ = (mij }j=1,...,ri , i=1,...,p, ({m
′i
j }j=1,...,r ′i , i=p+1,...,q , {κj }j=1,...,t ),
216 F. PELLETIER / Bull. Sci. math. 125 (2001) 197–234
chaque ensemble Sσ (M) lorsqu’il n’est pas vide, est une sous-variété
plonqée de P 12 (M), invariante par l’action L1,n+2 et de codimension
n(n − nσ ) + Nσ − (n + 2q − p). De plus, la famille de variétés {Sσ }
constituent une stratification de P 12 (M).
Soit P un sous-fibré de T ∗M de dimension 2. Si {α1, α2} et {α′1, α′2}
sont deux bases locales de P sur un voisinage de x, les 1-jets en x de
α = (α1, α2) et α′ = (α′1, α′2) appartiennent à la même strate Sσ (M). On
peut donc naturellement introduire :
DÉFINITION 2.2. – On appelle symbole d’un sous-fibré P de T ∗M de
dimension 2 en x la suite σ , si le 1-jet en x du couple α = (α1, α2) dans
P 12 (M), appartient à Sσ (M), où {α1, α2} est une base locale de P en x.
3. Localisation des courbes anormales pour les distributions de
codimension 2
3.1. Propriétés des germes de couples de 1-formes dont le 1-jet
appartient à Sσ
L’objet de ce paragraphe est de prouver les propriétes géométriques des
germes de couples de 1-formes dont le 1-jet appartient à Sσ qui justifient
les résultats de la deuxième partie du théoréme 3.2, mais aussi d’obtenir
sur les variétés homogénes de dimension n + 2 une détermination
complète de toutes les courbes anormales d’une distribution invariante de
codimension 2 (paragraphe 3.3). Etant donnée une variété M , désignons
par P un sous fibré de dimension p du fibré cotangent T ∗M et Ω la 2-
forme fermée sur la sous-variété P induite par la 2-forme symplectique
canonique sur T ∗M . Une base locale ω1, . . . ,ωp de P étant fixée, pour
tout λ = (λ1, . . . , λp), on note ω(λ) la 2-forme sur la distribution E
définie par P donnée par ω(λ) =∑pi=1 λiωi . En fait, la valeur de ω(λ)
en x ∈M peut aussi être considérée comme un point de P . On notera
(x, λ) ce point. Si π :T ∗M →M est la projection canonique, dπ induit
en (x, λ) un isomorphisme entre le noyau de Ω en (x, λ) et le noyau
de ω(λ) en x (voir [13,20] par exemple). D’autre part, une courbe
absolument continue c : [a, b] →M est anormale, si et seulement si il
existe une application absolument continue λ = (λ1, . . . , λp) : [a, b] →
R
p non identiquement nulle, telle que (c(t), λ(t)) soit tangente au noyau
de Ω presque partout [2,10,13].
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Pour toute fonction H sur T ∗M , désignons par H le champ hamilto-
nien de H . Par ailleurs, pour tout champ de vecteurs X sur M , posons
HX(x,α)= α(Xx) pour tout (x,α) ∈ T ∗M . Etant donné un sous fibré E
de TM de rang q et P son annulateur dans T ∗M , soit X1, . . . ,Xq une
base locale de E. Les équations locales de P sont alors : HXi = 0, i =
1, . . . , q et si X est un champ tangent à E, alors le champ hamiltonnien
→
HX est tangent à la variété P si et seulement si H[X,Xi] = 0 pour tout
i = 1, . . . , q. Si cette propriété est vérifiée sur un ouvert 0 de P , alors
toute courbe intégrale de X sur l’ouvert π(O) est une courbe anormale.
Considérons un germe ω en 0 ∈ Rn+2 de couples de 1-formes
indépendantes. On note encore ω un représentant de ce germe sur un
voisinage U de 0, et E la distribution sur cet ouvert définie par ω.
THÉORÈME 3.1. – Etant donnée une famille de suites
σ = ({mij}j=1,...,ri , i=1,...,p, ({m
′i
j }j=1,...,r ′i , i=p+1,...,q , {κj }j=1,...,s ),
soit α un germe de couple de 1-formes indépendantes dont le 1-iet
appartient à Sσ (Rn+2) sur une sous-variéte S contenant 0. Désignons
par E la distribution définie par α. Alors sur S, il existe des sous-fibrés
K , Fi, i = 1, . . . , p, et F0 de E de dimension respectives r0 = n− nσ et
r0 + 2ri + sr0 + κ1 + · · · + κs + s ayant les propriétés suivantes :
(1) le fibré K est contenu dans chaque fibré Fi , i = 0, . . . , p, et les
intersections Fi ∩ F0, i = 1, . . . , p, sont des sous-fibrés de dimension
r0 + s ;
(2) si c : [a, b] →Rn+2 est une courbe anormale alors elle est tangente
à l’un des fibrés {Fi}i=0,...,p en tout point de S. De plus si r0 = s = 0 alors
toute courbe anormale contenue dans S est tangente à un et un seul fibré
Fi , i = 1, . . . , p ;
(3) si s = 0, au-dessus de S, toute courbe tracée dans S et qui est
tangente à K , presque partout, est anormale. D’autre part, il existe
une famille d’applications polynomiales Xj :R2 → F0, j = 1, . . . , t , à
paramètres C∞ dans S, ayant les propriétés suivantes :
− les sections {Xj(a, b)}j=1,...,s , de F0 engendrent un sous-fibré
F(a, b) de dimension s en somme directe avec K ,
− toute courbe anormale tangente à F0 et à aucun des Fi , i =
1, . . . , p, est tangente à un et un seul sous-fibré K ⊕ F(a, b).
(4) Supposons que S soit un voisinage de 0 dans Rn+2. Alors K est
intégrable et toute courbe dans S tangente à F0 est anormale. Si on
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a E + [Fi,E] + [Fi, [Fi,E]] = T S en 0 pour un certain 1  i  p,
alors il existe un unique sous-fibré F ′i de Fi de codimension 1, défini
sur un voisinaqe de 0 dans S, tel que toute courbe tangente à Fi
est anormale si et seulement si elle est tangente à F ′i . Par contre si
E+ [Fi,E]+ [Fi, [Fi,E]] = T S sur S, pour un certain 1 i  p, alors
toute courbe tangente à Fi , dans ce voisinage, est anormale. Enfin, si
s = 0, pour tout vecteur non nul v qui est tangent à l’un des sous-fibré
K ⊕ F(a, b), avec adα1 + bdα2 de rang maximal en restriction à E, il
existe localement un champ de vecteurs V égal à v en x tangent à ce
sous-fibré, et dont toutes les courbes intégrales sont anormales.
Preuve. – On se donne un germe α = (α1, α2) de couple de 2-formes
qui sastisfait aux hypothèses du théorème. Notons P le fibré définie par α,
par E la distribution associée et par ω1 et ω2 respectivement les 2-formes
sur la distribution E induites par restriction par dα1 et dα2. En chaque
point de S, la valeur de la dimension du module engendré par P et les
supports Sβ1 et Sβ2 est constante et égale à nσ + 2. Par suite, il définit
au-dessus de S un sous-fibré de T ∗M|S et l’ensemble des vecteurs qui
annulent ce module est un sous-fibré vectoriel F0 de TM de dimension
r0 = n − nσ . Le module Vα de 2-formes sur E engendré par ω1 et ω2
ne dépend pas du choix de la base α1, α2 de P . Comme le 1-jet de α
appartient à Sσ sur S, de la construction de Sσ et de la proposition 2.5 il
résulte qu’il existe, au-dessus de S, des sous-fibrés Fi , i = 0, . . . , p, de E
ayant les propriétés (1) du théorème.
Soit c : [a, b] →Rn+2 est une courbe anormale et (λ1, λ2) : [a, b]→R2
une application absolument continue telle que (c(t), λ1(t)α1 + λ2(t)α2)
soit un relèvement de c dans P . Il en résulte que c˙ appartient au noyau de
λ1(t)ω1 + λ2(t)ω2 donc c est tangente presque partout à ⋃pi=0 Fi en tout
point de S. Désignons par Vω le sous fibré de Λ2E∗ de rang 2 au-dessus
de S engendré par les restrictions à E des 2-formes dβ pour β ∈ Vα .
Pour chaque 1 i  p, localement, il existe une 1-forme α′i dans P telle
que la 2-forme ω′i , restriction de dα′i à E engendre dans Vω la direction
singulière Di des 2-formes de Vω de corang r0 + 2ri + s au-dessus de
S (voir propositon 2.5). De plus toute 1-forme ayant cette propriété est
proportionnelle à α′i au-dessus de S. En effet, i étant fixé, on peut choisir
une base locale du type α1, α′i telles que ω′i = dα′i|E engendre la droite
singulière Di dans Vω au dessus de S (localement). Si α′′i possèdent les
mêmes propriétés, on dα′′i = f dα′i , f = 0, d’une part, et d’autre part
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α′′i = aα1 + bα′i , d’où on obtient a = 0 et f = b localement sur S. On
note Di le fibré en droites engendré par α′i au-dessus de S. Si r0 = s = 0,
au-dessus de S, le lieu singulier de la 2-forme Ω sur la variété P (induite
par la forme canonique) est égale à la réunion de la section nulle et
des fibrés Di . Il en résulte que toute courbe anormale tracée dans S est
nécessairement tangente à un et un seul des Fi .
Si s = 0, quitte à remplacer (α1, α2) par une autre base du module
engendré par ces 1-formes, on peut toujours supposer que dα1 et dα2
sont de rang maxumum en restriction à E. En appliquant la propriété
(4) de la proposition 2.5 à paramètres dans S, on obtient la famille {Xj }
annoncée. Enfin si c : [a, b] → S est tangente à K , pour tout relèvement
λ1α1 + λ2ω2, c˙ est dans le noyau de λ1ω1 + λ2ω2. On en déduit que c est
anormale.
Supposons désormais que S est un voisinage de 0. Montrons alors que
K est intégrable. En effet un champ de vecteurs X est tangent à K si
et seulement si le crochet [X,Y ] est tangent à E pour tout champ de
vecteur tangent à E. On vérifie que cette propriété est stable par crochet
de Lie. Fixons un entier 1  i  p. Choisissons une base (α′, α′′) de P
de sorte que α′ soit de rang maximum et α′′ appartienne à Di . Notons
ω′ et ω′′ les 2-formes sur E induites respectivement par dα′ et dα′′.
Le fibré Fi est alors le noyau de ω′′. Par construction, pour tout x ∈ S,
il existe, sur un voisinage U de x, un couple (Xi, Yi) de champs de
vecteurs, Xi tangent à Fi et Yi tangent à E, tels que α′[Xi,Yi] soit non
nul. L’ensemble Ci des points de P où Ω est de corang r0 + 2ri + s
est en fait la sous-variété définie par Di privée de la section nulle, et
son équation au-dessus de U est H[Xi,Yi ] = 0. Remarquons de plus que





] = fH[Xi,Yi ] où f est une fonction non nulle. Sur Ci , le
noyau de Ω est engendré par les champs de vecteurs
→
HX pour tout
champ de vecteurs X tangent à Fi . D’autre part, sur S, le noyau de la
1-forme α′′ est égal à E + [Fi,E] et le corang de dα′′ en restriction
à E + [Fi,E] est au plus égal au corang de dα′′|E = ω′′ c’est-à-dire
r0+2ri+ s. Si en 0 on a E+[Fi,E]+[Fi, [Fi,E]] = T S, cette propriété
est aussi vraie sur un voisinage de 0 et sans perte de généralité on peut
supposer que cette propriété est vraie sur U . Comme [Fi,E] est contenu
dans le noyau de α′′ et est transverse à E sur U , il existe (localement)
des champs de vecteurs X′i ,X′′i tangents à Fi et Y ′i tangent à E tels
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que α′′([X′′i , [X′i , Y ′i ]]) = dα′′(X′′i , [X′i , Y ′i ]) soit non nul, en particulier[X′i , Y ′i ] n’est nulle part tangent à E et ainsi le noyau F ′i de α′′ ∧ dα′′









est non nulle sur Ci et par suite, que l’intersection du noyau de Ω avec
Ci est engendrée par les champs de vecteurs
→
HX pour tout champ X
tangent à F ′i . On en déduit que toute courbe tangente à Fi , dans ce
voisinage, est anormale, si et seulement si elle est tangente à F ′i . Enfin
comme α′′ est définie à un facteur multiplicatif non nul près, le fibré
F ′i est bien défini. Le même type d’argument permet de montrer que si
E+[Fi,E]+[Fi, [Fi,E]] = T S sur un voisinage de 0, alors toute courbe
tangente à Fi , dans ce voisinage, est anormale.
Toujours dans l’hypothese où S est un voisinage de 0, et en choisissant
encore α1 et α2 pour que dα1 et dα2 soient de rang maximal en restriction
à E, d’après la proposition 2.5, le fibré K ⊕ F(a, b) est le noyau de la
2-forme a dα1 +bdα2 en restriction à pourvu que ce rang soit maximum.
Choisissons une base (locale) Y1, . . . , Yr0 de K . Si v ∈K ⊕ F [a, b] en 0
et v = 0, il existe des constantes et µj , 1  j  s, v telles que s’écrive
v =∑r0i=1 λiYi+∑tj=1 µjXj(a, b). Sur la variété P , considérons le chanp
de vecteurs V˜ =∑r0j=1 λi →HXj +∑tj=1µj →HXj(a,b) . Ce vecteur est dans le
noyau deΩ au-dessus P −⋃pi=1 Ci . Il en résulte que les courbes intégrales
de V (qui sont projection des courbes intégrales de V˜ ) sont des courbes
anormales tangentes à K ⊕ F(a, b). ✷
3.2. Localisation des courbes anormales pour les distributions
génériques de codimension 2
Considérons une variété M de dimension n + 2. La donnée d’une
distribution de codimension 2 sur M est équivalente à la donnée d’un
sous-fibré de P de dimension 2 de T ∗M . Par suite le symbole de P
en x ∈M , et donc de la distribution canoniquement associée E = P⊥,
est bien défini (voir définition 2.2). Modulo les théorèmes classiques de
transversalité de Thom, à partir du corollaire 2.1 et du théorème 3.1 on
obtient les résultats génériques suivants :
THÉORÈME 3.2. – Pour toute, distribution E de codimension 2 sur M
les propriétes suivantes sont génériques :
(1) étant donnée une famille de suites σ = ({mij }j=1,...,r ′i , i=1,...,p),
({m′ij }j=1,...,r ′i , i=p+1,...,q , {κj}j=1,...,s), désignons par Sσ (E) l’ensemble
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des points de M où le 1-jet d’une base locale α = (α1, α2) de E⊥,
appartient à la strate Sσ (M) ⊂ P 12 (M). Alors chaque ensemble Sσ (E)
non vide est une sous-variété régulière de M de codimension n(n−nσ )+
Nσ − (n+ 2q − p) et ces variétés constituent une stratification de M .
(2) Sur chaque strate Sσ (M) qui n’est pas vide, il existe des sous-fibrés
K , Fi , i = 1, . . . , p et F0 de E de dimensions respectives r0 = n− nσ et
r0 + 2ri + s, r0 + κ1 + · · · + κs + s ayant les propriétés suivantes :
(i) le fibré K est contenu dans chaque fibré Fi , i = 0, . . . , p, et les
intersections Fi ∩ F0, i = 1, . . . , p, sont des sous-fibrés de dimension
r0 + s ;
(ii) si c : [a, b] → M est une courbe anormale alors si c([a, b]) ∩
Sσ (E) est non vide, elle est tangente presque partout à l’un des fibrés
{Fi}i=0,...,p. De plus si r0 = s = 0 alors toute courbe anormale contenue
dans Sσ (E) est tangente à un et un seul fibré Fi, i = 1, . . . , p ;
(iii) si s = 0, toute courbe tracée dans Sσ (E) et qui est tangente à K ,
presque partout, est anormale. De plus, pour tout x ∈ Sσ (M), il existe
un voisinage V de x dans cette variété et une famille d’applications
polynomiales Xj :R2 → F0, j = 1, . . . , t , à paramètre C∞ dans V ,
ayant les propriétés suivantes :
− les sections {Xj(a, b)}j=1,...,s de F0 engendrent un sous-fibré
F(a, b) de dimension s en somme directe avec K ,
− toute courbe anormale contenue dans V qui est tangente à F0 mais
à aucun des Fi, i = 1, . . . , p, est tangente à un et un seul sous fibré
K ⊕ F(a, b).
Quelques commentaires
(1) Génériquement, les strates Sσ pour lesquelles nσ = n− 1 sont de
dimension au plus 3 et pour n 5, celles pour lesquelles nσ = n− 2 sont
vides.
(2) Lorsque M est de dimension paire 2k + 2, génériquement, les
strates ouvertes sont celles associées aux symboles σ pour lesquels ri =
1, i = 1, . . . , p, r ′i′ = 1, i′ = p+1, . . . , q, nσ = n, s = 0 et 2q−p= k.
Par application du théorème 3.2, le long de telles strates, il existe des
sous-fibrés Fi , i = 1, . . . , p, de dimension 2, d’intersection 2 à 2 réduite
à {0} et tels que toute courbe anormale c : [a, b] →M contenue dans la
strate est tangente à un et un seul de ces fibrés. De plus, on peut montrer
que génériquement (voir théorème 3.1), pour p = 0, il existe un ouvert
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dense dans chacune de ces strates sur lequel chaque fibré Fi contient un
fibré en droites Li , tel qu’une courbe est anormale si et seulement si elle
est tangente à Li .
Parmi ces strates, sur la strate pour laquelle p= 0, si elle est non vide,
i1 n’ y a aucune courbe anormale autre que les courbes constantes ; en
d’autres termes, dans ce cas, la distribution E vérifie la propriété “H 2”
forte introduite par Strichartz [25], ce qui impose des conditions précises
sur l’entier n pour que cette strate soil non vide (voir [14]).
(3) Lorsque M est de dimension impaire 2k + 3, génériquement, il
existe une seule strate ouverte, celle dont le symbole σ vérifie nσ =
n, p = q = 0, s = 1, k = κ1. Dans ce cas, les résultats correspondants
du théorème 3.2 peuvent être affinés de la manière suivante :
Sur cette strate ouverte Sσ , il existe un sous-fibré F0 de dimension k+1
et un sous-fibré A de F0 dont la fibre type est un sous-ensemble semi-
algébrique de dimension 2 invariant par homothétie tel que toute courbe
anormale non constante est en fait tangente à A. De plus, tout vecteur v
tangent à A en x s’étend en un champ de vecteurs local V tangent à A
dont toutes les courbes intégrales sont des courbes anormales.
3.3. Courbes anormales pour une distribution de codimension 2 sur
une variété homogène
Dans ce paragraphe, on se place dans la situation où M est une
variété homogène, i.e. où M est le quotient d’un groupe de Lie G par
un sous-groupe discret Γ . Soit Eˆ une distribution sur G invariante à
gauche. Par passage au quotient, on obtient une distribution E sur M .
A Eˆ correspond un sous-espace vectoriel E de l’algèbre de Lie G de
G. En toute généralité, réciproquement, tout sous-ensemble A de G
induit par translation à gauche un fibré Aˆ sur G puis, par passage au
quotient, un fibré A sur M dont la fibre type est A. Si on considère la
trivialisation G× G∗ de T ∗G, l’annulateur Pˆ de Eˆ s’identifie à G× P
où P est l’annulateur de E dans G∗. Si on note Ωˆ la 2-forme fermée
sur Pˆ induite par la forme symplectique canonique de T ∗G, le noyau
de Ωˆ en (x, λ) ∈ T ∗G est déterminé par le noyau de Ωˆ en (e, λ) via
la translation à gauche où e désigne le neutre du groupe G. On note Ω
la 2-forme correspondante sur le système de Pfaff P sur M obtenu par
passage au quotient. Remarquons que pour Pˆ le noyau de Ω en (x, λ) est
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complètement déterminé par le noyau de Ωˆ en (e, λ). Le théorème qui va
suivre sera une conséquence du théorème 3.1.
Dans le reste de ce paragraphe, M désigne le quotient d’un groupe
de Lie G de dimension n + 2 par un sous groupe discret Γ et E une
distribution de codimension 2 obtenue par passage au quotient d’une
distribution invariante à gauche Eˆ sur G et on note E le sous-espace de G
associé à E. On suppose que E vérifie les conditions d’Hörmander ou, de
manière équivalente que l’algèbre de Lie engendré par E est égale à G.
Dans le cas contraire, toutes les courbes horizontales sont anormales. Par
homogénéité, le symbole de l’annulateur E⊥ est le même en chaque point
de M (pour la définition du symbole, voir définition 2.2). On désignera
par σ (E) ce symbole. Considérons une base ω = (α1, α2) de l’annulateur
P de E dans G∗. Désignons par ωi la restriction de dαi à E , i = 1,2.
Alors, le couple (ω1,ω2) appartient à la strate Sσ(E) dans CE2.
THÉORÈME 3.3. – Avec les hypohèses et notations introduites, notons
σ (E) le symbole de E. Alors, dans E , il existe des sous-espaces vectoriels
K, Fi , i = 1, . . . , p, et F0 de dimensions respectives r0 = n − nσ et
r0 + 2ri + s, r0 + κ1 + · · · + κs + s ayant les propriétés suivantes :
(1) K est contenu dans chaque Fi , i = 0, . . . , p, et les intersections
Fi ∪F0, i = 1, . . . , p, sont des sous-espaces de dimension r0 + s ;
(2) si c : [a, b] →M est une courbe anormale alors elle est tangente à
l’un des fibrés {Fi}i=0,...,p induit par Fi . De plus si r0 = s = 0 alors toute
courbe anormale est tangente à un et un seul fibré Fi, i = 1, . . . , p ;
(3) si s = 0, il existe des applications polynomiales Xj :R2 → F0,
j = 1, . . . , s, ayant les propriétés suivantes :
− le sous-espace F(a, b), engendré par les vecteurs X1(a, b), . . . ,
Xs(a, b), est de dimension s et en somme directe avec K ;
− toute courbe anormale tangente au fibré F0 mais à aucun des Fi ,
i = 1, . . . , p, est en fait tangente à un et un seul fibré K ⊕ F(a, b),
où F(a, b) est le fibré induit par F(a, b) ;
− pour tout (a, b) appartenant à R2 privé d’un nombre fini de droites,
tout vecteur non nul v de K⊕F(a, b) donne naissance sur M à un
champ de vecteur V tangent à K ⊕F(a, b) dont toutes les courbes
intégrales sont anormales.
(4) Le fibréK est une sous-algébre de Lie de G et toute courbe tangente
au fibré (intégrable) K induit par K est anormale.
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(5) Si on a E + [Fi ,E] + [Fi , [Fi ,E]] = G pour un certain 1  i 
p, alors il existe un unique sous-espace F ′i de Fi codimension 1, tel
que toute courbe tangente à Fi est anormale si et seulement si elle
est tangente au fibré F ′i induit par F ′i . Par centre si E + [Fi ,E] +[Fi , [Fi ,E]] = G, pour un certain 1 i  p , alors toute courbe tangente
à Fi est anormale.
4. Variétés de Poisson et variétés bihamiltoniennes génériques
4.1. Stratification générique des variétés de Poisson
Un tenseur de Poisson sur une variété M est la donnée d’un champ
de bivecteurs Λ, (c’est-à-dire d’une section du fibré Λ2TM) vérifiant la
condition [Λ,Λ] = 0 où [ , ] désigne le crochet de Schouten défini par :
2[Λ,Λ′](α,β)=LΛβ(Λ′)(α)+Λ′.LΛαβ +Λ′.d〈α,Λβ〉
+LΛ′β(Λ)α +Λ.d〈α,Λ′β〉
où L désigne la dérivée de Lie.
On dit alors que (M,Λ) est une variété de Poisson.
SiΛ désigne un champ de bivecteurs surM , on désigne parΛ# :T ∗M→
TM le morphisme de fibrés vectoriels associé à Λ, défini en tout point x
de M par :
∀α,β ∈ T ∗x M, 〈β,Λ#(x)α〉 =Λ(x)(α,β).
On fera l’abus classique qui consiste à noter Λ au lieu de Λ# lorsqu’au-
cune confusion n’est possible. De manière duale, si Ω est une 2-forme
différentielle sur M , on notera ΩF :TM → T ∗M le morphisme de fibrés
vectoriels associé à Ω , définis en tout point x de M par :
∀X,Y ∈ TxM, 〈ΩF(x)X,Y 〉 =Ω(x)(X,Y ).
On sera, ici aussi, amené à utiliser souvent, par abus de notation, Ω à
la place de ΩF.
Si (M,Λ) est une variété de Poisson, l’image de Λ dans TM est une
distribution singulière que l’on notera Im Λ. Le théorème suivant dù à
Weinstein [27] donne les propriétés de cette distribution :
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THÉORÈME 4.1. – Soit (M,Λ) une variété de Poisson de dimension
n. Alors la distribution ImΛ est intégrable. De plus, si Λ est de rang
2p en un point a de M , il existe alors un voisinage ouvert de a qui
s’identifie au produit d’une variété symplectique V de dimension 2p et
d’une variété de Poisson V ′ de dimension n− 2p dont le rang au point
image de a est nul.
On dira que le feuilletage de M défini par ImΛ est le feuilletage de
Weinstein de Λ.
En identifiant un espace vectoriel E avec son bidual, la stratification
canonique {Rc} de l’espace Λ2E∗ des 2-formes sur E, indicée par
le corang c d’une 2-forme, (voir [11,18]) induit naturellement une
stratification, encore notée {Rc}, de l’espace Λ2E des bivecteurs sur E.
Le fibré Λ2TM des champs de bivecteurs est de fibre type Λ2Rn et la
stratification {Rc} donne naissance dans ce fibré à une stratification, notée
{Rc(M)}. Enfin désignons par P(M) l’ensemble des tenseurs de Poissons
sur M .
DÉFINITION 4.1. –
(1) On dira qu’un tenseur de Poisson Λ de P(M) est générique si il
est transverse à la stratification {Rc(M)}.
(2) Etant donné un tenseur de Poisson générique sur M , on dira que
le couple (M,Λ) est une variété de Poisson générique.
Compte tenu de la nullité du crochet de Schouten, l’ensemble des sec-
tions locales de P(M) qui sont transverses à certaines strates peut être
vide. Néanmoins, pour chaque dimension n, on peut voir que l’ensemble
sections qui sont tranverses aux strates de “petites codimensions” n’est
pas vide et l’ensemble des germes qui sont transverses à cette stratifica-
tion est un ouvert dense pour la topologie de Whitney (voir par exemple
[5]). On a alors immédiatement :
PROPOSITION 4.1. – Soit (M,Λ) une variété de Poisson générique.
Notons Rc(Λ) l’image réciproque de la strate Rc(M). L’ensemble
{Rc(Λ)}ocn est une stratification (cohérente) de M . Si Rc(Λ) est non
vide, c’est une sous-variété de codimension c(c− 1)/2 qui est la réunion
des feuilles de dimension n− c du feuilletaqe de Weinstein de Λ.
On note Reg(Λ), l’ensemble des points où Λ est de rang maximum et
Sing(Λ) son complémentaire. Lorsque (M,Λ) est une variété de Poisson
générique, Reg(Λ) est un ouvert dense réunion des feuilles de dimension
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maximales du feuilletage de Weinstein de Λ et Sing(Λ) est stratifié par
les réunions des feuilles singulières de même dimension du feuilletage de
Weinstein de Λ.
4.2. Stratifications génériques des variétés bihamiltoniennes
Deux tenseurs de Poisson Λ∞ et Λ0 sont dits compatibles si ils
vérifient [Λ∞,Λ0] = 0 ; dans ce cas on dit que le triplet (M,Λ∞,Λ0)
est une variété bihamiltonienne. A tout couple de tenseurs de Poisson




Λ0 + τΛ∞ pour τ ∈R,
Λ∞ pour τ =∞.
Il est facile de vérifier que chaque Λτ est un tenseur de Poisson et que,
pour τ = τ ′, les tenseurs de Poisson Λτ et Λ′τ associés sont compatibles.
On note Wτ le feuilletage de Weinstein associé à chaque Λτ .
Etant donnée une variété bihamiltonienne (M,Λ∞,Λ0), un champ
d’endomorphismes N :TM → TM tel que Λ#0 = N.Λ#∞ est appelé
opérateur de récursion du couple (Λ∞,Λ0).
Dans le cas où N existe, la condition de compatibilité de Λ∞ et Λ0
entraine la nullité de la torsion de Nijenhuis de N définie par :
T (N)(X,Y )= [NX,NY ] −N[NX,Y ] −N[X,NY ] +N2[X,Y ].
Si M est de dimension paire et si Λ∞ est inversible il existe toujours un
unique opérateur de récursion : N = (Λ#∞)−1 ◦Λ0. Dans le cas général,
il est facile de montrer :
PROPOSITION 4.2. – Soit (M,Λ∞,Λ0) est une variété bihamilto-
nienne de dimension impaire. Il existe un opérateur de récursion N
(non unique en général) pour le couple (Λ∞,Λ0) si et seulement si
kerΛ∞ ⊂ ker Λ0.
Introduisons maintenant d’autres objets liés à la famille de tenseurs
(Λτ )t∈R∪{∞}. On appelle âme de la strucure bihamiltonienne, le feuille-
tageA défini par l’intersection des modules ImΛτ pour tout τ ∈R∪{∞}.
En fait, A est 1’intersection de tous les feuilletages de Weinstein Wτ .
Lorsque M est de dimension impaire 2k + 1 nous allons associer un
autre module. Considérons localement un champ de 2k + 1-vecteurs Ξ
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de rang maximum 2k+ 1 sur un ouvert U de M . On introduit l’opérateur
j défini par :
∀ω1,ω2, . . . ,ωn ∈ χ∗(M), (jω1Ξ)(ω2, . . . ,ωn)=Ξ(ω1,ω2, . . . ,ωn).
On associe alors aux tenseurs Λl∞ ∧Λk−l0 , l = 0, . . . , k, les 1-formes
ω1, définies par :
jωlΞ =Λl∞ ∧Λk−l0 .
Le module de 1-formes sur U engendré par ω0, . . . ,ωk ne dépend pas du
choix (local) de Ξ . Par recollement on définit ainsi un sous module C de
1-forme sur M que nous appellerons le module de Cartan de la structure
bihamiltonienne.
Lorsque Λ∞ et Λ0 sont de rang maximmum 2k, chaque feuille de Wτ
est une hypersurface, le module de Cartan est une distribution régulière
de rang k + 1 qui est engendré par les champs de direction de 1-forme
KerΛτ, τ ∈ R ∪ {∞}. Le module de Cartan C définit un feuilletage qui
est égal à l’âme de la structure (voir par exemple [24]). Il est clair que
cette situation n’a plus lieu si Λ∞ ou Λ0 présentent des singularités de
rang.
Comme pour les variétés de Poisson, en identifiant un espace vectoriel
E avec son bidual, les stratifications {Σσ } et {Sσ } de l’espace C2F des
couples de 2-formes sur E construites dans les théorèmes 2.1 et 2.2
respectivement induisent naturellement des stratifications, encore notées
{Σσ } et {Sσ }, de l’espace C2V = ΛE × ΛE des couples de bivecteurs
sur E. Le fibré C2V (M) = ΛTM × ΛTM des couples de champs de
bivecteurs est de fibre type C2V et les stratifications {Σσ } et {Sσ } donnent
naissance dans ce fibré à des stratifications, encore notée {Σσ(M)} et
{Sσ (M)}. Enfin désignons par CP(M) l’ensemble des couples de tenseurs
de Poissons compatibles de C2V (M).
DÉFINITION 4.2. –
(1) On dira qu’un couple (Λ∞,Λ0) de CP(M) est générique si il est
transverse à la stratification {Σσ(M)}.
(2) Etant donné un couple générique (Λ∞,Λ0) de CP(M), on dira
que le triplet (M,Λ∞,Λ0) est une variété bihamiltonienne générique.
Contrairement à la situation des couples de 2-formes, pour chaque
strate Σσ(M), l’ensemble des sections locales de CP(M) qui sont trans-
verses à certaines strates peut être vide, compte tenu de la condition de
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compatibilité. Néanmoins, pour chaque dimension n, on peut voir que
l’ensemble des germes qui sont tranverses aux strates de “petites codi-
mensions” n’est pas vide et l’ensemble des germes qui sont transverses
à cette stratification est un ouvert dense pour la topologie de Whitney
(pour n = 4 et 5 voir [5]). De plus, comme chaque strate Sσ est une ré-
union de strates Σσ ′ , la transversalité à la stratification {Σσ(M)} entraîne
la transversalité à la stratification {Sσ (M)}.
THÉORÈME 4.2. – Soit (M,Λ∞,Λ0) une variété bihamitonienne qé-
nérique. Notons Σσ(Λ) (resp. Sσˆ (Λ)) l’image réciproque de la strate
Σσ(M) (resp. Sσˆ (M)).
(1) Si cet ensemble est non vide, c’est une sous-variété de codimension
n(n− nσ )+Nσ − (n+ 2q − p) (resp. n(n− nσˆ )+Nσˆ − (n+ 2q − p))
(avec les notations des théorèmes 2.1 et 2.2). La variété Sσˆ (Λ) est la
réunion des variétés Σσ ′(Λ) pour les symboles σ ′ tels que le tranformé
σˆ0 soit égal à σˆ .
(2) Sur la strate Sσˆ (Λ), il existe sous-fibré EΛ de dimension nσˆ tel que
chaque feuilletage de Weintein Wτ , τ ∈ R ∪ {∞} soit tangent à EΛ. Si σˆ
est égal à
({mij}j=1,...,ri , i=1,...,p, ({m
′i
j }j=1,...,r ′i , i=p+1,...,q , {κj }j=1,...,t )
il existe sur Sσˆ (Λ) des fonctions C∞ telles que la dimension du
feuilletage de Weinstein Wτl (x) soit nσˆ − t − 2rl , pour tout l = 1, . . . , p
et pour les autres valeurs de τ , la dimension du feuilletage de Weinstein
est maximale égale à nσˆ − t . De plus, τl(x) = 0 si et seulement si x
appartient à la variété Σσ ′ avec
σ ′ = ({mij }j=1,...,ri , i=1,...,l−1,l+1,...,p, ({m
′i
j }j=1,...,r ′i , i=p+1,...,q ,
{ν1 =ml1, . . . , νrl =mlrl } {κj }j=1,...,t ).
Enfin l’ âme A de la structure est de dimension nσˆ − t − 2(r1 + · · · +
rp).
(3) Soit M0 l’ouvert sur lequel Λ∞ est de rang maximum. Si M est de
dimension paire, l’ouvert M0 est la réunion des strates Sσ (Λ) telles que
s = ({mij }j=1,...,ri, i=1,...,p, ({m
′i
j }j=1,...,r ′i , i=p+1,...,q}
c ’est-à-dire s = t = 0 et on a nσ = n. Il existe un (unique) opérateur
de récursion N défini sur M0 qui possède p valeurs propres réelles
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distinctes et 2q valeurs propres complexes, conjuguées. Il existe une
décomposition en somme de Whitney, E0 = FE⊕FH , E0 fibré tangent au
feuilletage de Weintein de Λ0, telle que sur FE (resp. FH ) N ne possède
que des valeurs propres complexes (resp. réelles). Soit Fl, l = 1, . . . , p,
le fibré induit par les espaces propres associés à la valeur propre réelle de
multiplicité ml1, . . . ,mlrl ; alors le fibré tangent au feuilletage de Weinstein







Le fibré FE est intégrable et il définit l’âme A de la structure.
Si M est de dimension impaire n= 2k + 1, il n’existe pas d’opérateur
de récursion sur M . L’ouvert M0 est la réunion des strates Sσ (Λ) telle
que
σ = ({mij}j=1,...,ri , i=1,...,p, ({m′ij }j=1,...,r ′i , i=p+1,...,q , κ)
c’ est-à-dire s = 0 et t = 1 et on a nσ = 2k + 1. Le module de Cartan
C définit sur M0 un feuilletage qui est égal à l’âme A de la stucture sur
chaque strate. En chaque point x d’une strate l’intersection des feuilles
passant par x des feuilletages de Weinstein de dimension maximales
définit un fibré dont l’annulateur est C (de rang κ + 1). Enfin, sur une
strate pour laquelle κ = 0, tous les feuilletages de Weinstein Wτ sont
tangents à un même fibré de codimension 1 qui est défini par C.
REMARQUE 4.1. – Soit Reg(Λ) l’ouvert dense des points où les deux
tenseurs Λ∞ et Λ0 sont de rang maximum. Il résulte de la remarque 2.3
que l’on a :
Si M est de dimension impaire, alors Reg(Λ) est égal à la strate Sσ (Λ)
telles que nσ = n, p = q = s = 0 et t = 1.
Si M est de dimension paire Reg(Λ) est la réunion des strates Sσ (Λ)
telles que s = ({mi1}i=1,...,p, ({m′i1 }i=p+1,...,q) c’est-à-dire s = t = 0 et on
a nσ = n et avec 2q − p = 12n et ri = 1 pour i = 1, . . . , p et r ′i′ = 1, i′ =
p+ 1, . . . , q.
REMARQUE 4.2. – La stratification Σσ(Λ) induit pour chaque tenseur
de Poisson Λi, i =∞,0, une stratification de chaque strate canonique
Rc(Λi).
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Preuve. – La partie (1) est une conséquence de la définition de la
stratification (lemme 2.3).
(2) Le fibré EΛ est la somme de ImΛ0 et ImΛ1 et, par définition
de σˆ , sa dimension est nσˆ . En chaque point x de la strate Sσˆ , il suffit
alors d’appliquer la proposition 2.5. Le fait que les fonctions τl, l =
1, . . . , p, soient C∞ sur une strate donnée vient du fait que ces fonctions
s’obtiennent à partir des valeurs propres (de multiplicités constantes)
d’un champ opérateurs.
Lorque la dimension n de M est paire, la partie (3) est une conséquence
de la définition du symbole. Par ailleurs, l’intersertion de tous les espaces
tangents aux feuilletages de Weinstein est égal à FE . Il en résulte que FE
est intégrable et définit l’âme A de la structure.
Plaçons-nous maintenant dans le cas où n = 2k + 1. L’ensemble
Reg(Λ) est un ouvert dense de M0. D’après la remarque 4.1, M0 contient
une et une seule strate Sσ (Λ) ouverte pour laquelle nσ = n, p= q = s =
0 et k = κ1 . En tout point de cette strate les feuilletages de Weintein de
Λ∞ et Λ0 sont transverses et donc ImΛ0 n’est pas contenu dans ImΛ∞
et d’après la proposition 4.2, il n’existe pas d’opérateur de récursion. La
caractérisation des strates contenues dans M0 est une conséquence de la
section 2.
Sur la strate ouverte Sσ (Λ) mentionnée plus haut, le fibré de Cartan
est intégrable. Il en résulte que le module A des champs de vecteurs sur
M0 qui sont annulés par toutes les les 1-formes de C est une distribution
(singulière) intégrable qui est égal à l’intersection des modules ImΛτ ,
pour tout τ ∈ R ∪ {∞} sur la partie dense Σσ(Λ). Il en résulte que ce
feuilletage est bien l’âme de la structure.
Pour x appartenant à une strate Σσ(Λ) contenue dans M0, la dimension
de C est κ + 1 (par construction des symboles) et il est égal à l’espace
vectoriel somme des noyaux de Λτ, τ différent de τl(x), l = 1, . . . , p.
Les propriétés restantes en résultent. ✷
4.3. Champ dynamique sur les variétés de Poisson génériques
Etant donnée une variété de Poisson (M,Λ) et un hamiltonien
h :M → R sur M , l’unique champ de vecteur Xh = Λ(dh) est appelé
le champ hamiltonien de h. Dans ce cas, Xh est tangent au feuilletage de
Weinstein de Λ ainsi qu’au “niveaux d’énergie” h= cte ; enfin Xh est un
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automorphisme infinitésimal de la structure, c’est-à-dire LXhΛ= 0. Plus
généralement, on définit
DÉFINITION 4.3. – Soit (M,Λ) une variété de Poisson. On dira qu’un
champ de vecteurs X sur M est un champ dynamique si il existe une 1-
forme α telle que X=Λ(a) et la 1-forme induite par α sur chaque feuille
du feuilletage de Weinstein de Λ soit fermée.
Si X est un champ dynamique, X est tangent au feuilletage de
Weinstein de Λ. Par ailleurs, la forme α étant fermée en restriction à
chaque feuille, elle définit un feuilletage (singulier) dans chaque feuille
qui peut être interprété comme des “niveaux d’énergie” et il est clair que
X est aussi tangent à ces “niveaux d’énergie”. En fait on a :
THÉORÈME 4.3. – Soit (M,Λ) une variété de Poisson et soit X un
champ de vecteur sur M .
(1) Si X = Λ(α), alors X est un champ dynamique si et seulement si
LXΛ= 0.
(2) Si Λ est générique sur M et M est de dimension impaire, alors X
est un champ dynamique si et seulement si LXΛ= 0 et X est tangent au
feuilletage de Weinstein de Λ sur un ouvert dense de Reg(Λ).
(3) Si Λ est générique sur M et M est de dimension paire, alors X est
un champ dynamique si et seulement si LXΛ= 0 sur un ouvert dense du
Reg(Λ) et si X est tangent au feuilletage de Weinstein de Λ sur un ouvert
dense de la strate R2(Λ), où Λ est de corang 2.
Preuve. – Il résulte de la définition du crochet de Schouten que pour
toute 1-forme β sur M on a :
0=Λ#(dα)FΛ#(β)+ (ΛXΛ)#(β)
(voir les notations introduites au début du paragraphe 4.2). Comme
Λ#(β) est tangent au feuilletage de Weinstein, si X est un champ
dynamique, (dα)FΛ#(β) = 0. La réciproque est laissée au lecteur (voir
aussi [5]). La propriété (1) est ainsi prouvée.
Supposons maintenant que (M,Λ) soit une variété de Poisson géné-
rique. Si X est un champ dynamique, d’après la propriété (1), LXΛ= 0
et nécessairement X est tangent au feuilletage de Weinstein sur toute la
variété M d’où les conditions nécessaires. Il reste à prouver les condi-
tions suffisantes. Plaçons-nous d’abord dans le cas de dimension pair.
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D’après [21], sous ces hypothèses de généricité, une condition suffisante
pour que l’équation Λ(α) = X ait une solution α est précisément que
X appartienne à ImΛ sur un ouvert dense de R2(Λ). La condition suf-
fisante dans ce cas est alors une conséquence de (1). Maintenant dans
le cas dimension impaire, un résultat récent [22] permet encore d’obtenir
une solution de l’équation Λ(α)=X si X appartient à ImΛ sur un ouvert
dense Reg(Λ). On obtient ainsi (2) et (3).
Il résulte du théorème 4.3 que l’ensemble D(Λ) des champs dyna-
miques est une sous-algèbre de Lie de l’algèbre de Lie des automor-
phismes infinitésimaux de la structure de Poisson Λ. Lorsque 1’on a une
variété de Poisson générique, tout champ dynamique est tangent à chaque
strateRc(Λ).
4.4. Champ dynamique sur les variétés de bihamiltoniennes
génériques
Considérons une variété bihamiltonienne (M,Λ∞,Λ0). Un champ
bihamiltonien est un champ de vecteur qui est hamiltonien pour chacune
des structure de Poisson (M,Λ∞) et (M,Λ0). Dans ce cas, il existe
des fonctions h∞ et h0 sur M telles que X = Λ∞dh∞ = Λ0dh0. Les
courbes intégrales de X sont contenues dans l’intersection des feuilles de
Weinstein de Λ∞ et Λ0 et des “niveaux d’énergie” h∞ = cte et h0 = cte.
Plus génénéralement, on peut définir :
DÉFINITION 4.4. – Soit (M,Λ∞,Λ0) une variété bihamiltonienne.
On dit que X est un champ dynamique pour la structure (M,Λ∞,Λ0)
si X est un champ dynamique pour chacunes des structures de Poisson
(M,Λ∞) et (M,Λ0).
Comme pour les structures de Poisson génériques, à partir du théo-
rème 4.3 on obtient les conditions nécessaires et suffisantes suivantes :
THÉORÈME 4.4. – Soit (M,Λ∞,Λ0) une variété bihamiltonienne gé-
nérique et X un champ de vecteur sur M .
(l) Si M est de dimension impaire alors X est un champ dynamique si
et seulement si LXΛi = 0, i =∞,0, et X est tangent à ImΛ∞ ∩ ImΛ0
sur un ouvert dense de Reg(Λ).
(2) Si M est de dimension paire alors X est un champ dynamique si et
seulement si LXΛi = 0, i =∞,0, sur un ouvert dense de Reg(Λ) et X
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est tangent au feuilletage de Weinstein de Λi sur un ouvert dense de la
strate de corang R2(Λi) pour i =∞,0 (voir remarque 4.2).
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